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Résuḿe :
La transition vers la turbulence en conduite cylindrique est observ́ee pour Re assez grand, malgre la stabilité néaire de
l’ état laminaire. Exṕerimentalement, la transition se manifeste par le développement de bouffées turbulentes, spatialement
localisées. Du cot́e th́eorique, des ondes progressives, instables et de courte longueur d’onde, ont́et́e mises eńevidence
nuḿeriquement. Cettétude d́emontre la compatibilit́e entre les deux approches.
Abstract :
Transition to turbulence in cylindrical pipe flow is observed for large enough values ofRe, despite the linear stability of
the laminar base flow. Experimentally, transition occurs through the growth of localised structures like puffs or slugs. On
a more theoretical side, unstable travelling waves with a short wavelength have been computed numerically. The present
investigation shows the compatibility between both approaches.
Mots clefs : Transition, turbulence, conduite cylindrique, fronti ère laminaire-turbulent
1 Introduction
1.1 Probĺematique
Le problème etudié ici est celui de la transition vers la turbulence dans un écoulement de fluid incompressible
à l’intérieur d’une conduite cylindrique forcée par un débit constant (par exemple via l’action d’un piston,
comme dans une seringue). Ce problème est caractérisé pal nombre de ReynoldsRe = UD
ν
, où U , D et
ν sont respectivement la vitesse de débit, le diamètre de laconduite et la viscosité cinématique du fluide. Il
est généralement accepté que l’écoulement de base (laminaire) est linéairement stable. La transition observée
en pratique à partir deRe ∼ 2000 est donc une instabilité (convective) de l’écoulement àdes perturbations
d’amplitude finie. Expérimentalement, la transition se manifeste par l’apparition de bouffées turbulentes lo-
calisées (slugs) qui envahissent progressivement l’aval de la conduite [1]. D’un point de vue théorique, la
stabilité linéaire de l’écoulement ne permet pas de définir une valeur critique pourRe. La découverte récente
de solutions tridimensionnelles d’amplitude finie a permiscependant quelques progrès. Ces solutions sont des
ondes progressives se propageant à une vitesse légèrement sup´ rieure àU . Elles sont instables et possèdent une
longueur d’onde axiale de l’ordre de quelques diamètres. Crtaines d’entre elles sont des´ tats limites: elles
sont des points-selles sur la frontière laminaire-turbulent, le sous-espaceΣ invariant de l’espace des phases qui
n’est connecté topologiquement ni à l’état laminaire, ni à l’état turbulent. L’existence de ces solutions d’am-
plitude finie permet de comprendre la dynamique transitionelle des équations de Navier-Stokes lorsque des
conditions aux limites périodicité axialeques sont imposées avec une période axialeL ∼ 5D [2]. Cependant,
lorsque la longueur d’onde axiale est de l’ordre de quelquesdiamètres, cette condition est trop restrictive pour
permettre l’existence des structures localisées observ´ees expérimentalement. Cette étude présente la simula-
tion numérique d’états limites pour une conduite périodique dont la longueur estL = 33.5D. L’utilisation
d’un modèle dérivé de la discrétisation spectrale des ´equations de Navier-Stokes, permet de simplifier la dy-
namique de l’état limite, et ainsi de reconstruire un scénario potentiel pour décrire la transition et l’apparition
des bouffées turbulentes du point de vue des systèmes dynamiques.
1.2 Méthode nuḿerique
Le champ de vitesse(u, v,w), régi par les équations de Navier-Stokes pour un fluide incompressible est
considéré dans un système de coordonnées cylindrico-polaire (r,θ,z). Ces équations sont discrétisées, via une
décomposition poloı̈dale-toroı̈dale, à l’aide d’un schéma de différences finies compactes dans la direction ra-
diale, et d’une décomposition pseudo-spectrale sur des modes de Fourier dans les directionsθ etz (imposant de
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fait une condition de périodicité axiale). L’intégration en temps est assurée par un schéma de Crank-Nicholson
pour les termes diffusifs et un schéma de type Euler prédict ur/correcteur pour les termes non-linéaires [3].
Une symétrie rotationnelleRm0 : (u, v,w)(r, θ, z) → (u, v,w)(s, θ +
2π
m0
, z) peut également être imposée.
La résolution numérique est décrite par un quadruplet(N,M,K,m0), et le système dynamique correspondant
possède ainsiO(8MNK/m0) degrés de liberté. Nous considérons dans cette étude deux cas différents :
– un cas ’3D’ avec(N,M,K,m0) = (40, 24, 256, 1)
– le cas d’un modèle ’(2 + ǫ)’ avec(N,M,K,m0) = (35, 2, 256, 3)
Le cas3D correspond à une très bonne discrétisation spatiale dans toutes les directions. Le modèle(2 + ǫ)
conserve un grand nombre de modes dans les directions axialeet radiale, mais ne garde dans la direction
azimuthale que les modes nécessaires au cycle non-linéaire de régéneration de la vorticité axiale [4].
2 Etats limites
2.1 Trajectoires critiques
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où<>z et<>θ correspondent respectivement à des moyennes spatiales selon la direction axiale et azimuthale.
Des trajectoires évoluant sur la frontière laminaire-turbulentΣ sont déterminées numériquement en utilisant
un algorithme de bissection. L’amplitude d’une condition initiale donnée est ajustée par dichotomie jusqu’à
ce que la trajectoire associée n’évolue ni vers l’état laminaire (E3D = 0), ni vers l’état turbulent (E3D atteint
des valeurs élevées). Le régime critique asymptotiquement ainsi déterminé ne dépend que marginalement de
la condition initiale choisie.
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FIG. 1 –E3D(t) pendant le processus de bissection menant à des trajectories crit ques. A gauche : Cas3D pour
Re = 2000 (rouge),Re = 3000 (vert) etRe = 6000 (bleu). A droite : Bissection pour le modèle (2 + ǫ) pour
Re = 10000.
Dans le cas3D, le régime calculé pourRe = 2000, 3000, 6000 est chaotique. Il s’agit d’un régime où les per-
turbations à l’état laminaire sontlocaliséesdans la direction axiale. LorsqueRe augmente (voir Figure 1), l’état
limite ainsi atteint voit son énergieE3D(t) décroı̂tre. Il est également de plus en plus localisé dans la direction
radiale (voir Figure 2). Il est intéressant de constater qul´état critique reste localisé enz indépendemment de
la nature du régime turbulent associé (turbulence localisée pourRe = 2000 ou délocalisée pourRe ≥ 3000).
Le cas (2 + ǫ) calculé pourRe = 10000 montre que l’état limite converge asymptotiquement vers un état
d’énergie stationnaire. Il s’agit d’une onde progressivelocalisée dans les directions axiale et radiale, se propa-
geant avec une vitesse axialec = 1.06U , et dont le cisaillement est prédominant près d’une couche critique
située àr = rc = 0.68 D/2.
2.2 Trajectoires supercritiques
Par construction, toute trajectoire partant d’une condition initiale dont l’énergie est légèrement supérieure
à l’amplitude critique associée évolue vers l’état turbulent. L’énergieEst(z, t) -associée à la présence et à
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FIG. 2 – Champ de vorticité axiale associé aux états limites dans une sectionθ = cste, pourRe = 3000 (en
haut) etRe = 6000 (en bas).
l’amplitude des modulations azimuthales de la vitesse axiale appelées tries-, est représentée sur les Figures
3 et 4 dans le repère en mouvement avec la vitesse de débitU . Dans le deux cas3D et (2 + ǫ), il est notable
que la région active de l’écoulement est délimitée par deux fronts. La vitesse du front aval est peu modifiée
pendant le processus, alors que la vitesse amont décélèrd’une valeur supérieure àU à une valeur inférieure
à U . La propagation difféntielle des deux fronts se manifestepar une expansion de la bouffée turbulente, qui
envahit progressivement tout le domaine de calcul. Dans le cas3D, la décélération soudaine du front amont est
corrélée à une augmentation suivie d’une saturation du cisaillement au niveau de l’interface : le front amont
est sujet à une instabilité de cisaillement qui est responable de la production turbulente à l’intérieur de la
bouffée. C’est ainsi la région amont de la structure localisée, et son instabilité, qui est le moteur du processus
de contamination en amont de l’écoulement laminaire par l’écoulement turbulent.
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FIG. 3 – log10(Est(z − Ut, t)) pour une trajectoire légèrement supercritique. Cas3D, Re=3000.
3 Conclusion
La trajectoire supercritique étudiée dans la section pr´ecédente peut être interprétée du point de vue de la théorie
des systèmes dynamiques. La bouffée turbulente correspond, dans le cas du modèle(2+ǫ), à la trajectoire sur la
variété instable associée à la solution d’amplitude fini . Cette onde progressive étant atteinte asymptotiquement
par un processus de bissection, elle est instable est sa variété instable est de dimension 1. Dans les conduites
périodiques de faible longueur d’onde, il a été montré qu la prise en compte de symétries additionnelles
est suceptible de réduire la dimension de la variété instable associée aux ondes progressives ; par exemple un
point-selle avec au moins deux dimensions instables peut devenir un attracteur relatif surΣ. De façon analogue,
l’attracteur relatif du modèle(2 + ǫ) correspond vraisemblablement à des ondes progressives ducas3D dont
la variété instable a une dimension au moins égale à 2. Ces ondes progressives correspondent également à
des point-selles surΣ, expliquant ainsi la dynamique chaotique visible sur la Figure 1(gauche). Un schéma
qualitatif de la dynamique proche du seuil est représentésur la Figure 5.
Du point de vue physique, l’interprétation de la dynamiqueproche du seuil critique est la suivante : si l’énergie
initiale associée à une perturbation n’est pas suffisante, le système peut subir une croissance transitoire, appro-
cher momentanément une des ondes progressives surΣ,p is relaminarise. Au delà du seuil critique, le système
approche également cette onde progressive de façon transitoire, mais l’énergie associée au cisaillement près
du front amont est alors trop importante, celui-ci devient instable, produit des fluctuations turbulentes qui
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FIG. 4 – log10(Est(z − Ut, t)) pour une trajectoire légèrement supercritique. Cas3D, Re=3000 (en haut), Cas












FIG. 5 – Schéma de la topologie de l’espace des phases à proximité de la frontière laminaire-turbulentΣ.
envahissent le domaine de façon convective.
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